Esercizi sul teorema di Rolle

Stabilire se ciascuna delle funzioni di seguitddate nel rispettivo intervallo assegnato soddisfa
ipotesi del teorema di Rolle ed in caso affermatieterminare il punto (o i punti) previsti nelést

del teorema.
a) f(x)=x"-2x%,in [-11]

La funzione é definita su tutto R, e continua e
derivabile, inoltre, risulta f(-1)=f(1)=-1. Soddsspertanto le
ipotesi del teorema di Rolle. Determiniamo la datav
prima ed uguagliamola a zero.

f'(X)=4x’-4x= 4x(x*-1)=0
L’equazione e soddisfatta per=0, % =-1, %=1 dei quali

pero solo x=0 é interno all'intervallo assegnato e
rappresenta I'unico punto che verifica la tesitderema.

b) f(x)=senx+co< X, in [O;g}
La funzione é definita su tutto R, & continua e

derivabile, inoltre, risulta f(0)=f¢2)= 1. Soddisfa ¥
pertanto le ipotesi del teorema di Rolle. Deterammp
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la derivata prima ed uguagliamola a zero. y = SINCx) + COS(x)
f '(X) = cosx— 2coxBenx = cosx( - Zenx)= (
La derivata prima, limitatamente aII’intervaII%O;Lﬂ, 1 .
. . T T o =
si annulla nei punti, :E' X, :E’ dei quali il primo 2
i H
2 3

e interno all'intervallo e dunque € quello che freai la
tesi del teorema.

0) f(x) = log(x+ 2¢), in [—1;%}

Osserviamo subito che la funzione & definita mﬂléme}—oo;—%{u]o;ﬂo[ e l'intervallo

assegnato non é contenuto nel dominio. Cade ddagquendizione sulla definizione della funzione

nell'intervallo assegnato; il teorema di Rolle roapplicabile.

d) f(x)=xv1-x*,in[0;1]

La funzione é definita nell'intervallo chiuso [-];dd € ivi continua, dunque € assicurata la

continuita nell'intervallo assegnato [0;1].
La derivata prima della funzione é:
1-2x°

f(x)= H”J-—x[@ 2x) = T

ed esiste nell'intervallo aperto ]-1;1[. Nell'intedlo aperto ]0;1][,
la funzione & dunque derivabile.

Agli estremi dell'intervallo la funzione si annullg0)=f(1)=0.
Poiché sono soddisfatte tutte le ipotesi richiesieeorema di
Rolle esiste pertanto almeno un puataterno all'intervallo in
cui si annulla la derivata prima.
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Risolvendo I'equaziond '(x) =0 si trovano i valorix, :%, X, = ——. Evidentemente il punto

1
J2
c=x; ed & 'unico punto in cui la funzione ha la prepai richiesta.
e) f(x)=e¥*™,in[0;3]

La funzione é definita su tutto I'asse reale € - ¥ 115

e continua e derivabile in tutto il dominio. v

Agli estremi dell’intervallo assegnato assun ¥ = e

lo stesso valore: _ 110
f(0)=f(3)=1

Sono dunque soddisfatte le ipotesi del

teorema di Rolle. Risolviamo I'equazione

f '(x) =0 per determinare il previsto punto |
o i punti) in cui si annulla la derivata prima.

fi(x)=€e* [{3-2x)= 0 ng

g , oA 1 2 3 4
Il punto trovato € interno all’'intervallo ed e 3

unico. v =

f () =x(2X-x),in[-2;2] ' s ' 2

La funzione é definita e continua su tutto I'assale. Agli estremi dell'intervallo assegnato si
annulla.

Derivabilita

Si osservi che la funzione si presenta nella forma

S

x*(2-x) per x=0
Per la derivata prima si ha
£1%) :{—4x—3x2 per x<0
4x-3x* per x>0
Poiché risultaliﬂrr(} f'(x)=0 = l'f'o] f'(x) =0, per il criterio sufficiente di derivabilita lafzione e
derivabile nel punto x=0 e lo & anche in ogni gitumto del dominio.

La funzione verifica le ipotesi del teorema di Ratlell'intervallo assegnato. Determiniamo il punto
0 i punti previsti.

Per-2<x<0 si ha y
per0< x< 2 si ha e
f'(x)=0- 4x-3x*=0- xgzg
Come si vede i puntijxXz, X3 SONO tutti interni \ 2
all'intervallo assegnato e dunque esistono tre —_ 3 7 3 3
punti che verificano la tesi del teorema. \
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